
ФІЗИКА І ХІМІЯ ТВЕРДОГО ТІЛА  PHYSICS AND CHEMISTRY OF SOLID STATE 
Т. 11, № 3 (2010) С. 768-779 V. 11, № 3 (2010) P. 768-779 

768 
 

УДК 621.891+621.89+621.567; 539.62 ISSN 1729-4428 

Г.О. Сіренко1, М.Ф. Семенюк2, Л.М. Солтис1 

Щільність ймовірностей розподілу висот вершин шорстких 
поверхонь твердих тіл, змодельованих випадковим полем 

1Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника, 
вул. Шевченка, 57, м. Івано-Франківськ, 76025, Україна 

Тел. (0342) 77.64.15; (096) 813.93.53, e-mail: sirenkog@rambler.ru 
2Хмельницький національний університет, 

вул. Інститутська, 11, м. Хмельницький, 29016, Україна 

Приведений математичний опис анізотропних шорстких поверхонь твердих тіл за допомогою моделі 
випадкового поля. Показано, що з формул для щільності ймовірностей висот вершин моделі анізотропної 
поверхні витікають формули для ізотропної поверхні. 
Ключові слова: математична модель, фізична модель, тверде тіло, шорстка поверхня, контактні явища, 

анізотропна поверхня, ізотропна поверхня, випадкова функція, випадкове поле. 

Стаття поступила до редакції 20.03.2010; прийнята до друку 29.06.2010. 

Вступ 

Одним із найбільш вагомих факторів, який 
утруднює математичний опис шорсткості поверхонь 
твердих тіл, є її нереґулярність, що виникає в 
результаті механічних, фізичних та фізико-хімічних 
способів обробки та формування поверхонь твердих 
тіл, яка і викликає необхідність застосування для її 
опису та аналізу теоретико-ймовірністні методи [1, 2]. 
У [3] приведений огляд літературних джерел 
інформації, що описують методи, параметри і фізичні 
моделі опису нанометричної та мікрометричної 
шорсткості поверхонь твердих тіл за допомогою 
теоретико-математичних моделей. 

Дослідження шорсткої поверхні методами 
одномірних випадкових функцій [4–8] базуються на 
двох припущеннях: 

● статистичні характеристики поверхні 
приймаються рівними статистичним характеристикам 
профілоґрами цієї ж поверхні; 

● вершини нерівностей вважають сферичними. 
Профілоґрама вказує на менше число високих піків 

порівняно з дійсним числом високих вершин на 
поверхні, тому що профілоґрама з більшою 
ймовірністю проходить по схилу виступу поверхні, ніж 
по вершині [9]. 

Таким чином, перше припущення приводить до 
помилки при визначенні розподілу висот вершин, 
кривини і ґрадієнту поверхні: профілоґрама дає 
занижені ймовірності високих вершин, кривини у 
вершинах і середні ґрадієнти. 

Для опису статистично однорідної ізотропної 
поверхні в [10–16] при дослідженні поверхні океану 

при хвилюванні і в [9] при вивченні ізотропної 
поверхні твердого тіла застосували випадкову функцію 
для двох змінних z=z(x,y), яка має автокореляційну 
функцію (АКФ) R(x,y) [9]. 

Лонґет-Гіґґінс отримав співвідношення для 
щільності піків анізотропної ґауссовської поверхні [14, 
15], а в [10] розглядає питання про кутові коефіцієнти і 
ґрадієнти такої поверхні. 

Наближені методи отримання характеристик 
анізотропної поверхні на основі теорій випадкових 
функцій і з використанням кривої опорної поверхні, а 
також пов’язані з ними методи розрахунків фактичної 
площі контакту, оцінки триботехнічних властивостей 
контактуючої поверхні узагальнені в [17, 18]. 

Найяк [9] отримав розподіл висот вершин, середню 
кривину у вершині та ґрадієнт ізотропної поверхні, а 
також висоти та кривини піків і кутовий коефіцієнт 
профілоґрами цієї ж поверхні. 

Крім того, Найяк [9] розглянув методику 
знаходження моментів спектральної щільності 
ізотропної поверхні за однією профілоґрамою, яка 
виміряна у довільному напрямку, а також показав 
відмінності щільності ймовірностей висот вершин 
поверхні і піків профілоґрами від очікуваних значень, 
кривин вершин поверхні та кривин піків профілоґрами 
[9]. 

Найяк [9] показав на значну статистичну різницю 
між даними профілоґрами та поверхні, яка зростає по 
мірі зміни параметра широкосмужності α від ∞ до 1,5. 
Встановлена відмінність статистичних характеристик 
поверхні та профілоґрами, ймовірно, суттєва і для 
анізотропної поверхні. 
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У [19–53] дано опис топографії анізотропних та 
ізотропних поверхонь за допомогою моделей 
випадкового поля та приводиться зв’язок параметрів 
цих моделей з параметрами контактних явищ, зокрема 
при терті та зношуванні твердих тіл. 

Модель анізотропної шорсткої поверхні у вигляді 
реалізації однорідного випадкового поля z=z(x,y), 
отриманого із відповідного ізотропного поля шляхом 
розтягування за однією з координат, розглянута в [54, 
55]. Ця модель являє собою рідкісний випадок 
анізотропної поверхні, яка може бути отримана при 
окремих видах абразивної обробки або фрикційного 
припрацювання. 

Використовуючи рідкісний випадок апроксимації 
АКФ виду: 

)](exp[),( 2
2

2
1 yaxayxR +−= , (1) 

в [56] аналізується анізотропна поверхня. Вибір такої 
апроксимації пов’язаний з тим, щоби далі отримати 
матрицю кореляційних співвідношень для анізотропної 
поверхні, яка співпадала би зі структурою з матрицею 
кореляційних співвідношень для ізотропної поверхні. 
Це говорить про штучний підхід за апроксимації (1) до 
опису анізотропної поверхні. 

Взагалі, апроксимація АКФ функціями 
визначеного виду [4, 7, 57–60] веде до згрублення 
випадкового процесу і може бути джерелом похибок 
при визначенні спектральної щільності (СЩ), 
необґрунтованість подібного підходу показана в [9]. 

Відзначимо, що в [61] аналізується поодинокий 
випадок анізотропної поверхні, яка має виступи з 
великим ексцентриситетом і орієнтованих в одному 
напрямку, причому вісь ОХ орієнтована в 
подовженому напрямку мікронерівностей. Тоді в силу 
симетрії будемо мати такі співвідношення моментів 
СЩ: т11 = т13 = т31 = 0. Крім того, т04 >> т40, що 
рівнозначно т02 >> т20. Для опису такої поверхні 
необхідно мати п’ять параметрів: дисперсію висот 
поверхні відносно середньої площини т00, середні 
квадрати кутів нахилу в двох головних напрямках т20 і 
т02 і середні квадрати двох головних кривин т40 і т04. 

Мета роботи полягала в дослідженні зміни 
щільності ймовірностей висот вершин шорстких 
поверхонь, змодельованої випадковим полем, – 
полімерного композиту та сталі, які знаходились в 
контакті, – під час тертя та зношування без мащення в 
часі (при зміні шляху тертя) при різних вихідних 
шорсткостях поверхні сталі. 

І. Теоретична частина 

1. Використовуючи модель випадкового поля 
шорсткої поверхні і не пов’язуючи її з АКФ якогось 
певного виду, і не використовуючи припущення, які 
прийняті для опису поверхні одномірними 
випадковими функціями або поверхні з сильною 
анізотропією і орієнтованими мікронерівностями, а 
також не припускаючи певної форми нерівностей, в 
[19] отримано співвідношення для щільності 
ймовірності висот вершин. 

2. Нехай анізотропна шорстка поверхня описана 
рівнянням z = z(x, y), де z – випадкова функція для 

двох змінних х і у (випадкове поле), а х, у – декартові 
координати на середній площині висот шорсткої 
поверхні, але разом з тим статистичні характеристики 
поверхні залежать від напрямків θ = arctg(ky/kx) та 
інваріантні до переміщення початку координат на 
поверхні (однорідна поверхня). 

3. Випадкова функція z, яка описує таку шорстку 
статистично однорідну анізотропну поверхню, має 
автокореляційну функцію R (x, y) і допускає її 
спектральний розклад Фур’є Ф (kx, ky) на гармонічні 
компоненти, де kx, ky – компоненти хвильового 
вектора k , який дорівнює k = 2π / λ з довжиною хвилі 
λ. 

4. Моменти спектральної щільності. Завдяки 
статистичній однорідності випадкової поверхні її 
характеристики можна виразити через моменти 
спектральної щільності mpq або їх інваріантні 
комбінації. Спектральна щільність (СЩ) Ф (kx, ky) має 
вигляд [9, 15]: 

[ ] ,  )(exp
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4
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yxRkk

yx

yx

+−×
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∞
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∞
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де автокореляційну функцію (АКФ) за визначенням 
[9, 15] запишемо так: 
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Якщо шорстка поверхня ізотропна, то функція 

R (x, y) залежить лише від змінної 22 yxr +=  і не 
залежить від полярного кута θ = arctg(у/х). Зворотне 
перетворення Фур’є записується так [15]: 

[ ] .  )( exp

),(),(

yxyx

yx

dkdkykxki

kkyxR

+×

×Φ= ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−  (4) 

З виразу (3) видно, що R (0, 0) = σ2, де σ2 – 
дисперсія, а σ – середнє квадратичне (стандартне) 
відхилення висоти нерівностей [9, 15]. Тому з (4) 
витікає [9, 15]: 

.  ),(2 ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

Φ= yxyx dkdkkkσ  (5) 

Вираз (5) відбиває те, що функція Ф (kx, ky) 
визначає той внесок у величину дисперсії σ2, який 
додає різні спектральні компоненти, що відповідають 
хвилям з хвильовим числом k і довжинами [15]: 

k/2πλ =    (6) 
та напрямками [15]: 

. )/( yx kkarctg=θ   (7) 
Для ізотропних поверхонь функція Ф залежить 

тільки від змінної k ≡ | k |. 
Моменти СЩ визначаються так [9, 15]: 
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,),(Re ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

Φ= yx
q
y

p
xyxpq dkdkkkkkm  (8) 

де Re – дійсна частина числа. 
Згідно (8) маємо: m00 = σ2. 
5. Загальна теорія випадкового поля викладена в 

[1, 53]. Для інтегральних перетворень використали 
[62, 63]. 

6. Введемо змінні 
z=1ε ; xz ∂∂= /2ε ; yz ∂∂= /3ε ; 22

4 / xz ∂∂=ε ; 

yxz ∂∂∂= /2
5ε ; 22

6 / yz ∂∂=ε .       (9) 
7. За Лонґет-Гіґґінсом для даного випадку 

сформулюємо центральну граничну теорему теорії 
ймовірностей таким чином: нехай маємо n величин 

nεε ,...,1 , кожна з яких представляє собою суму великої 
кількості незалежних величин з нулевим 
математичним сподіванням, тоді, за загальних умов 
[64], сумісна щільність ймовірностей величин 

iε визначається n-мірним ґауссовським законом [9, 64]: 

,
2
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Елемент jiεε  матриці (11) визначається так: 
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де Ω – ймовірний простір незалежних випадкових 
величин iξ , від яких залежить iε . 

8. Використовуючи визначення похідних і 
збіжності в середньому квадратичному і ототожнюючи 
їх (з ймовірністю, яка дорівнює одиниці) з похідними 
математичного аналізу, встановимо, використовуючи 
[65], кореляційні зв’язки між випадковою функцією 
z(x, y) і її похідними (табл. 1). 

Послідовно диференціюючи АКФ (3) для точки 
х=0; у=0, отримаємо вирази для похідних АКФ через 
mpq-моменти із співвідношень (8) [19]: 
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Таблиця 1 
Математичне сподівання добутку двох випадкових величин [19] 
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9. Прирівнюючи а=0, b=0 (табл. 1), будемо мати 
матрицю кореляційних зв’язків змінних 61,...,εε [9, 15]: 
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де Nij – математичне сподівання jiεε . 

 

10. Визначивши елементи матриці (Мij)=(Nij)–1, 
для анізотропної поверхні отримаємо [19]: 
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11. У випадку ізотропної поверхні на підставі, що 

m00=m0; m20=m02=m2; m11=m13=m31=0; 3m22=m40=m04= 
=m4 [9, 15] отримаємо вираз для матриці (Мij) [9]: 
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2
2

40

m
mm

=α  – параметр широкосмужності, що 

пов’язаний з характеристичною шириною 
спектральної щільності ізотропної поверхні: широкий 
спектр містить великий діапазон довжин хвиль, а у 
випадку вузького спектру всі хвилі мають приблизно 
однакову довжину. Параметр α змінюється від 1,5 до 
∞. Якщо α→1,5, то характеристична ширина 
зменшується, а при α→∞ – вона зростає [9], тоді: 

• для α=1,5 ; 
2
3  ; 

2
1  ; 0 2

23
2
221 mm −=∆=∆=∆  

• для α→∞ ∞→∆∆∆     ,   , 321 . 
Середнє квадратичне значення ширини 

ізотропного спектру характеризує параметр: 
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−
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mmm

α
 (28) 

• при α=1,5 Λ=0,333(3); 
• при α→∞ Λ→1. 
Визначник Δ матриці (Nij) (23) дорівнює [9]: 
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• при α=1,5 Δ=0; 
• при α→∞ Δ→∞. 
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12. Використовуючи центральну граничну 
теорему теорії ймовірностей (10), знайдено вираз для 
сумісної щільності ймовірностей змінних 61,...,εε : 

• для анізотропної поверхні [19]: 
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• для ізотропної поверхні [9]: 
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13. У [9] прийняли припущення, що висоти 
шорсткої поверхні z=z(x,y) можна показати у вигляді 
нескінченної суми: 

, )cos(),( nynxn
n

n ykxkCyxz ξ++= ∑  (32) 

розуміючи при цьому, що в будь-якому елементі dkxdky 
площини хвильових чисел міститься нескінчена 
множина kxn, kyn, а ξn – є випадковою фазою, яка має 
рівномірний розподіл в інтервалі (0, 2π). Тут 
коефіцієнти Сn зв’язані з спектральною щільністю 
співвідношенням: 

. 
2
1 ),( 2∑

∆

=Φ
k

nyxyx Cdkdkkk  (33) 

У виразі (33) сумування проводиться за всіма n 
таким чином, що точка (kxn, kyn) знаходиться в середині 
елементу dkxdky в околі точки (kx, ky). Із (8) та (33) 
витікає [9], що спектральний момент нульового 
порядку: 

, 
2
1 22

00 ∑==
n

nCm σ   (34) 

а спектральний момент pq-порядку:  

. 
2
1 2∑=

n
n

q
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p
xnpq Ckkm  (35) 

Зауважимо, що коли величина ξn розподілена 
нерівномірно в інтервалі (0; 2π), то шлях досліджень 
[9], на відміну від наведеного вище (10) – (30) [19], не 
приводить до кінцевого результату, тому що при 
виведенні співвідношень для ijε  суттєвим є 
рівномірний розподіл фази. 

14. Виходячи з умов існування максимуму функції 
z(x, y), з (30) отримано вираз для щільності висот 
вершин анізотропної поверхні у термінах (25) [19]: 
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де простір інтеґрування V визначається нерівностями: 
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і уявляє собою конус, який повернутий у просторі 
відносно осей .  , , 654 εεε  Вводячи змінні 

,  , , , 1εϕρ ′t  які пов’язані з 1654  , , , εεεε  
рівностями: 
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де 1ε ′  – зведена (приведена, безрозмірна) висота; 
σ – середнє квадратичне значення висоти 
нерівностей; 

00 =z  – середня на середній площині (х, у). 
Приведемо рівняння конусу до канонічного 

вигляду. При цьому простір ),,( 654 εεεV в термінах 
),,(1 ρϕ tV  буде визначатися нерівностями: 
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а . 2 2/3
22654 ϕρρεεε ddtdmddd =  

За допомогою якобіянів переходу зручно 
здійснювати перетворення частинних похідних до 
інших змінних. Якобіян є функціональний визначник 

n
ika 1  з елементами kiik xya ∂∂= / , де 

),...,,( 21 nii xxxfy = , )1( ni ≤≤  – функції, що мають 
неперервні частинні похідні в певному просторі, який 
має позначення [66]: 
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Наприклад, якобіяном 
),(
),(

yx
vu

∂
∂  називають [63, 66] 

детермінант [63]: 
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який має такі наявні властивості: 
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Такі співвідношення вірні, якщо: 
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Тут якобіян переходу має вигляд у термінах 
(t, ρ, φ) [19]: 
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15. Ізотропна поверхня. За [9] у точці (х, у), яка 
належить елементу площі dF = dxdy, поверхня має 
вершину (точку максимума поверхні), якщо 
виконуються умови [9]: 
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Ймовірність того, що в точці (х, у) поверхні 
значення змінних iε  знаходиться в межах 
( )iii dεεε + ; , дорівнює [9]: 

( ) , ... ,..., 6161 εεεε ddp   (48) 
де приріст 2εd  і 3εd  в ділянці dF визначається за [9] 
так: 
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Тут якобіян переходу має вигляд у термінах (х, у) 
[9]: 
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Нехай ( )1εP  є щільність висот вершин ізотропної 
шорсткої поверхні, тоді ймовірність того, що в межах 
площі dF  зустрінеться вершина з висотою в межах 
( )111  ; εεε d+  дорівнює [9]: 
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де простір інтеґрування V визначається нерівностями: 
( ) . 0 ; 0 ; 0 2

56464 ≥−<< εεεεε   (52) 
Підставивши (49), (50), (31) в (51), отримаємо 

вираз для щільності висот вершин у термінах (27) [9]: 
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16. Введемо позначення 
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Тоді, використовуючи [9], вираз (36) для щільності 
висот вершин анізотропної поверхні запишемо у 
вигляді: 
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Вираз для щільності ймовірностей розподілу висот 
вершин анізотропної поверхні знайдемо [9] шляхом 
ділення щільності висот вершин ( )1ε ′P  (55) на 
щільність вершин D, вираз для якої отримано в [10]: 
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( ) ( ) DPp /11 εε ′=′ ;  (56) 
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де U1(K), E1(K) – повні еліптичні інтеґрали Лежандра 
1-го і 2-го роду [63]: 
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L1 ≥ L2 ≥ L3 – корені рівняння; 
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або 034 2
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де  . 34 2
22133104405 mmmmmM +−=      (63) 

17. Для ізотропної поверхні щільність вершин 
дорівнює [9, 14]: 
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де ; 02202 mmM +=        (65) 

. 2 0422404 mmmM ++=       (66) 
18. Використовуючи (56) після перетворень (55), 

за процедурою [9] отримуємо вираз для щільності 
ймовірностей розподілу висот вершин анізотропної 
поверхні [19]: 
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19. Функція розподілу ймовірностей висот 
вершин анізотропної поверхні: 

( ) ( ) .  
1
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′

∞−

′′=′
ε

εεε dpf   (68) 

Функція розподілу ймовірностей висот вершин 
визначає частку тих вершин, у яких величини висот не 
перевищують значення 1ε . Розрахунки за (68) 
показують, що при α → 1,5 зменшується відносне 
число тих вершин, висота яких ( 1ε ′  < 3) не перевищує 

рівень 003 m+ . 
20. Лонґет-Гіґґінс [10] показав, що для опису 

анізотропної поверхні необхідно використати 9 
спектральних моментів: m00, m20, m02, m11, m13, m31, 
m22, m40, m04, але при i+j≤4 існують лише 7 їх 
інваріантних комбінацій, які не залежать від орієнтації 
системи координат: 

• нульового порядку:   ;000 mM =                (69) 
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• четвертого порядку 
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21. Введемо в науковий обіг 8 параметрів широкосмужності спектру анізотропної поверхні [3]: 
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22. Розглядаючи ізотропну поверхню як 

поодинокий випадок анізотропної поверхні, коли АКФ 
і моменти СЩ не залежать від напрямку, на підставі 
(8), будемо мати співвідношення: 
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Виходячи з (55) і з урахуванням (64) для D 
ізотропної поверхні [9, 14], вираз (67) щільності 
ймовірностей розподілу висот вершин ізотропної 
поверхні набуде такого вигляду [19]: 
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де );32/(1 −= ααC  ;/ 2
240 mmm=α . 

12
12 α

CC =   (86) 

Після інтеґрування (85) отримуємо вираз для 
щільності ймовірностей розподілу висот вершин 
ізотропної поверхні [9, 19]: 
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де інтеґрали J0, J1, J2 [9]: 
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а інтеґрали ймовірностей похибок [63]: 
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Після перетворень (87) отримаємо вираз для 
щільності ймовірностей розподілу висот вершин 
ізотропної поверхні [19]: 
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що співпадає з [9]. 
На рис. 1 приведена залежність щільності 

ймовірностей розподілу висот вершин )( 1ε ′p  шорсткої 
ізотропної поверхні в залежності від безрозмірної 
(зведеної) висоти 1ε ′  та параметра широкосмужності 
спектру α, який змінюється в межах 1,5…∞ [9].  

 
Рис. 1. Щільність ймовірностей розподілу висот 
вершин ізотропної шорсткої поверхні [9]. 
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Як видно з рис. 1, для α→∞ спостерігається 
ґауссовський розподіл щільності ймовірностей висот 
вершин при ,5,3...5,31 +−=′ε  при цьому 

4,0)(0 1 ≤′≤ εp , а при α=1,5 маємо релеєвський 
розподіл в межах 5,30 1 ≤′≤ ε , при цьому 

627,0)(0 1 ≤′≤ εp . 
23. Функція розподілу ймовірностей висот 

вершин ізотропної поверхні [9], яка визначає частку 
тих вершин, у яких величини висот не перевищують 
значення 1ε ′ : 

( ) ( ) ,  
1

111 ∫
′

∞−

′′=′
ε

εεε dpf  1)(0 1 ≤′≤ εf ,     (89) 

при 5,30 1 <′≤ ε  та ∞<≤ α5,1 . 
На рис. 2 приведена залежність функції розподілу 

висот вершин )( 1ε ′f  шорсткої ізотропної поверхні [9]. 

 
Рис. 2. Функція розподілу )( 1ε ′f  висот вершин 
ізотропної поверхні від безрозмірної зведеної висоти 
вершини 1ε ′  для параметра широкосмужності спектру 
α: 1 – α=1,5; 2 – α=2; 3 – α=3; 4 – α=4; 5 – α=5; 6 – α=10; 
7 – α→∞. 

Як видно з рис. 2, при α→1,5 відбувається 
зменшення відносного числа тих вершин, висоти яких 
не перевищують рівень +3σ )3( 1 <′ε  [9]. 

24. За [9] для опису ізотропних шорстких 
поверхонь необхідно використати три спектральні 
моменти (m0, m2 і m4) і один параметр 

широкосмужності спектра 
( )

2
2

40

m
mm

=α , який не 

залежить від орієнтації системи координат на поверхні. 
Згідно [9], параметр широкосмужності СЩ α для 

ізотропної випадкової поверхні знаходиться в границях 
1,5 ≤ α < ∞. Для граничних значень α щільність 
ймовірностей розподілу висот вершин ізотропної 
поверхні дорівнює [9]: 

• при α→1,5 (β→∞; γ→∞; С1→∞) 
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тобто розподіл (88) близький до релеєвського; 

• при α→∞ (β→0; γ→0; С1→1/2) 
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тобто розподіл (88) підпорядкований ґауссовському. 
У загальному випадку щільність ймовірностей 

висот вершин залежить від двох параметрів: α  і 1ε ′ , а 
в граничних випадках – від одного параметра 1ε ′ . 

За (10) і (11), з урахуванням 

( ) ( ) 21
00

2
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1
1111 /1 −−− ===== σε mNMM ij  і 2σ=∆ , 

знаходимо щільність ймовірностей висот z=1ε  
поверхні: 
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Таким чином, розподіл висот поверхні 
підпорядкований ґауссовському закону. 

За (64) щільність вершин (число вершин, що 
припадає на одиницю ізотропної поверхні), показує, 
якщо СЩ поверхні уявляє собою «плоску» функцію 
навіть до достатньо великих хвильових чисел (малих 
довжин хвиль), то величина D має дуже велике 
значення [9]. Це пов’язано з тим, що наявність 
короткохвильових компонентів в спектрі приводить до 
з’яви «мілких» нерівностей з малими довжинами хвиль 
та малими висотами вершин, які зосереджені біля 
високих вершин з великою довжиною хвилі [9]. Це при 
аналізі реальних шорстких поверхонь вимагає 
відфільтровки «мілких» нерівностей, при цьому m4 
зменшується швидше, ніж m2 і, внаслідок чого, 
зменшується і D. 

Висновки 

1. Використовуючи центральну граничну теорему 
теорії ймовірностей для моделі шорсткої поверхні 
твердого тіла, змодельованого випадковим полем, 
знайдено вираз для щільності ймовірностей розподілу 
висот вершин анізотропної поверхні, з якого витікає 
вираз для ізотропної поверхні. 

2. Виходячи з висновку Лонґет-Гіґґінса про 
використання 9 спектральних моментів (m00 – 
нульового порядку, що пов’язаний з висотним 
параметром; m20, m02, m11 – другого порядку, що 
пов’язані з ґрадієнтом поверхні; m13, m31, m22, m40, m04 
– четвертого порядку, що пов’язані з середньою 
кривиною поверхні у вершині нерівностей) та про 
існування 7 їх інваріантних комбінацій для опису 
анізотропної поверхні, в науковий обіг вперше введено 
8 параметрів широкосмужності спектру анізотропної 
поверхні. 

3. Із аналізу виразів, що отримані для анізотропної 
поверхні стверджено, що щільність ймовірностей 
розподілу висот вершин ізотропної поверхні залежить 
від зведеного висотного параметра 1ε ′  та одного 
параметра широкосмужності спектру α. 

4. Для значень параметра широкосмужності 
спектру α=1,5…∞ приведений графік залежності 
щільності ймовірностей розподілу висот вершин та 
функції розподілу висот вершин від безрозмірної 
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зведеної висоти. 
5. Отримані теоретичні дані з математичного опису 

анізотропних та ізотропних шорстких поверхонь 
твердих тіл за допомогою моделі випадкового поля 
відносно щільності ймовірностей розподілу висот 
вершин дозволяють використати їх для аналізу 
експериментальних результатів, що характеризують 
шорсткість реальних поверхонь та контактних явищ і 

фізико-хімічних процесів, які мають місце на них. 
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Семенюк М.Ф. – професор, доктор технічних наук, 
професор кафедри машинознавства; 
Солтис Л.М. – аспірант кафедри теоретичної і 
прикладної хімії. 
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